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CAPITOLUL 1

Metode elementare de rezolvare a ecuatiilor

diofantiene

1.1. Metoda descompunerii

Aceastd metoda constd in scrierea ecuatiei f(z1,2,...,2,) = 0 sub

forma

Nz, 205 Z0) fol2r, 29, .. o, %) oo filT1, T2y Zn) = @

unde f1, fa,..., fe € Z[X1,Xs,...,X,] 81 a € Z. Folosind descom-
punerea in factori primi a lui @, ob{inem un numéir finit de descompuneri
In k factori intregi a1, ag, . .., ax. Fiecare astfel de descompunere conduce

la un sistem de ecuatii de forma

¢

fl(.'fl,mQ,..- 71‘71) = a1
J fz(xl,l‘g,. ..,.'En) = az
| Je (1505, = - ) = G

Rezolvand aceste sisteme de ecuatii obtinem multimea de solutii
pentru ecuatia considerata.
Vom ilustra aceastd metoda prin citeva exemple.

Exemplul 1. Determinati toate solufiile intregi pentru ecuatia
(2 + 1)y +1) + 2(z —y)(1 — zy) = 4(1 + zy).

(Titu Andreescu)



Solutie. Scriem ecuatia sub forma
a2y? — 2zy 4+ 1+ 22 + 9% - 22y + 2(z — y)(1 — zy) = 4,
sau
(zy—1)*+(z—y)* —2(z - y)(ay - 1) = 4.
Aceasta este echivalentd cu
[zy =1 - (z—y)]* =4
de unde se obtine
(x+1)(y—1) = =2
Daca (z + 1)(y — 1) = 2, rezulta sistemele de ecuatii

r+1=2 r+1=-2 z+1=1 r+1=-1

y—1=1 y—1=-1 y—1=2 y—1=-2
care conduc la solutiile (1,2),(-3,0),(0,3), (=2, —1).

Daca (z + 1)(y — 1) = —2, se obtin sistemele

z+1=2 z+1=-—2 zt+l=1 r+1=-1

y=l==1 |g=1=1 . |yg—2=-8 @|gp=I=
ale caror solutii sunt (1,0),(-3,2),(0,-1), (-2, 3).

Toate cele opt perechi determinate satisfac ecuatia considerata.

Exemplul 2. Fie p si g doud numere prime. Rezolvafi in numere

intregi pozitive ecuatia

Solutie. Ecuatia este echivalentd cu ecuatia diofantiana algebrici

(z — pg)(y — pqg) = p’¢*.
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Considerand toti divizoril pozitivi ai num&rului p?¢? obtinem urmi-

toarele sisteme de ecuatii

r—-pg=1 T-pg=p T—pqg=q
y — pg = p’q° y — pq = pq? y — pg = p’q
z-pg=p* | z-pg=pg | ©—pg=pg
Yy —pg = q* y—pg=pg y—pg=p
z—pg=p’q | z-pg=q¢* | z-pg=pg
y—pg=gq y — pg = p* y—pg=1

care ne conduc la solutiile
(1 +pg,pq(1+pg), (p(1+4q),pe(1+q)), (g(1+p),pe(l+p)),

(p(p+49),9(p+49), (2pq,2pq), (pg(1+q),p(1+q)),

(pg(L +p),q(1 +p), (qlp+a),plp+4), (pa(l+pq),1+ pg).

Observatie. Ecuatia

1 1 1
T Yy n

-+

unde n = pi ... pp*, are (1+2a)... (1 + 2a4) solutii in numere intregi
pozitive.
intr—adevﬁr, ecuatia este echivalentd cu

(z —n)(y —n) =n’

sin = pi‘o" .. .pia’“ are (1 + 2ay)...(1 4 2ay) divizori pozitivi.
Exemplul 3. Determinati toate perechile (z,y) de numere naturale
pentru care
(zy —7)* =2 + ¢

(Olimpiada de matematicd din India)
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Solutie. Ecuatia este echivalentd cu
(zy — 6) + 13 = (z +)*
sau
(zy —6)2 — (z +y)? = —13.
Obtinem astfel ecuatia diofantiana
[zy — 6 — (z + y)][zy — 6 + (z +y)] = 13,
care conduce la sistemele
zy—6—(z+y)=-1 zy—6—(z+y)=-13
zy— 6+ (z+y) =13 : zy—6+(z+y) =1
Cele doud sisteme sunt echivalent cu
r4+y=7 z+y="7
Ty =6 zy =10
Solutiile ecuatiei din enunt sunt (3,4), (4, 3),(0,7),(7,0).

Exemplul 4. Rezolvati in numere intregi urmatoarea ecuatie
2y —1) +2z—1) =1

(Olimpiada de matematica din Polonia)

Solutie. Cu substitutiile z = u + 1, y = v + 1, ecuatia devine
(u+1)>%v+ (v+1)%u=1,
care este echivalenta cu
wo(u +v) +4uv + (v +v) = 1.
Scriem aceastd ultima ecuatie sub forma
wu+v+4)+(ut+v+4)=5
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adica
(u+v+4)(uv+1)=5.

Unul dintre factori trebuie sa fie egal cu 5 sau -5, iar celalalt cu 1
sau -1. Rezultd astfel cd suma u + v si produsul wv satisfac unul dintre

urmatoarele patru sisteme de ecuatii

u+v=1 u+v=-9 u+v=-3 u+v=-95

uy =0 : yy = —2 uv =4 uv = —6

Numai primul si ultimul dintre aceste sisteme au solutii intregi. Aces-
tea sunt (0,1), (1,0), (—6,1), (1, —6). Prin urmare (z,y) = (u+1,v +1)
trebuie sa fie (1,2),(-5,2),(2,1), (2, -5).

Exemplul 5. Gasiti toate tripletele (z,y, z) de numere naturale ast-
fel incat

3+ + 2% — 3zyz = p,
unde p este un numdr prim mai mare decit 3.

(Titu Andreescu, Dorin Andrica)

Solutie. Ecuatia este echivalentd cu
(z+y+2)@®+y*+22 —zy—yz—z2z)=p

Deoarece z+y+z > 1, rezultd ¢ z+y+2z = psi 22 +y*+ 22 —zy—yz—
zz = 1. Ultima ecuatie este echivalentd cu (z—y)?+(y—2)2+(2—z)? = 2.
Fara a restrange generalitatea putem presupune ¢i z > y > z. Dacid
r>y>z,avemax—y>1l,y—2z2>1siz—2 2> 2 ceea ce implici
(z—y)?+(y—2°2+(z-2)2>6>2.

Prin urmare z = y = z+1sau z—1 = y = z. Numérul prim p este de
p=1 p=1 p+ 2)

forma 3k+1 sau 3k+2. in primul caz solutiile sunt ( "3 3
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g1 permutarile corespunzatoare. In cel de-al doilea caz solutiile sunt
p—2 p+1 p+1
s ' 8 " 3

) i permutdrile corespunzatoare.

Exercitii si probleme

1. Rezolvati in numere intregi z,y urmatoarea ecuatie
:1:2+6:ny+8y2+3$+6y:2.

2. Pentru orice numér natural nenul n, fie s(n) numarul perechilor
ordonate (z,y) de numere naturale nenule pentru care
1 1 1
=+ .
S VN
Determinati n pentru care s(n) = 5.

(Olimpiada de matematica din India)

3. Fie p si ¢ doud numere prime. Aflati numarul perechilor (z,y) de

numere naturale nenule care satisfac ecuatia

P T g

z

e

(KoMalL)
4. Determinati solutiile intregi pozitive ale ecuatiei
23—y = 2y + 61

(Olimpiada de matematica din Rusia)
5. Rezolvati ecuatia diofantiand x — y* = 4 unde z este un numér
prim.

6. Determinati toate perechile de numere intregi (z,y) pentru care
#4320 4 I= gt
(Olimpiada de matematicd din Roméania)
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7. Rezolvati urmétoarea, ecuatie in numere intregi nenule z, y

(% +y)(z +y?) = (z — y)°.

(A 16-a Olimpiads de matematicid din SUA)

8. Determinati toate numerele intregi a,b,c cu 1 < a < b < c astfel

incat (@ — 1)(b — 1)(c — 1) este un divizor al Iui abc — 1.
(A 33-a OIM)

9. Aflati toate triunghiurile dreptunghice avand lungimile laturilor
numere intregi si aria egald cu perimetrul.

10. Rezolvati in numere intregi z,y, z, u, v sistemul

z+y+z+u+v=zyu + (z+y)(u+v)
zy + z 4w = zy(u +v) +uv(z +y)

(Titu Andreescu)

1.2. Rezolvarea ecuatiilor diofantiene cu ajutorul

inegalitatilor

Aceastd metodi constd in determinarea unor intervale in care se
afli necunoscutele, prin utilizarea unor inegalititi adecvate. In general,
acest proces conduce numai la un numar finit de posibilitati pentru toate
necunoscutele sau pentru o parte dintre acestea.

Exemplul 1. Sd se determine toate perechile (z,y) de numere intregi

astfel incat
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